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Sunto. – A cento anni dalla pubblicazione dei primi lavori di Corrado Gini sulle rela-
zioni statistiche e sulla misura della loro intensità, questa Nota si propone di chiarire il
valore pionieristico di tali lavori e di ricordarne alcuni sviluppi, particolarmente signi�ca-
tivi, in tema di metrizzazione di spazi di distribuzioni di probabilità e in tema di analisi
della dipendenza monotona fra le componenti di un vettore aleatorio.

∗ ∗ ∗

Abstract. – This Note aims at highlighting Gini’s contributions to de�nition and
measurement of the intensity of a statistical relationship, on the occcasion of the cen-
tennial anniversary of the publication of his early papers on that topic. The Note stresses
the precursory value of those contributions and mentions some of their most signi�cant
developments apropos ofmetrization of spaces of probability distributions and anaysis of
monotone dependence.

1. Nel triennio 1914-1916 Corrado Gini tracciò le linee generali di una
metodologia unitaria per lo studio di alcune proprietà, particolarmente
signi�cative, di relazioni statistiche che legano due caratteri comuni a tut-
te le unità di una popolazione. Cfr. [15]-[18]. La formulazione di una
relazione statistica scaturisce, in generale, dalla combinazione di un com-
plesso di conoscenze e opinioni a priori (o iniziali) con l’osservazione dei
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due caratteri in ciascuna delle unità che compongono la popolazione o
parte di essa. Quindi, la sua espressione più comune sarà nella forma di
funzione aleatoria governata da una legge di probabilità che, in casi estre-
mi, potrà anche ridursi ad una relazione rigida del tipo delle cosiddette
leggi deterministiche. Il valore di leggi si�atte, che non intendono espri-
mere alcunché di necessario ed immutabile, è legato all’impiego che se
ne può fare per formulare previsioni probabilistiche, le uniche ad essere
dotate di senso e�ettivo. Come detto sopra, alla base di una legge stati-
stica vi è generalmente anche un processo di osservazione in relazione al
quale si pone il problema, non secondario, di come elaborare i dati, che
da tale processo scaturiscono, in modo da estrarne l’informazione neces-
saria e su�ciente in vista di qualche obiettivo pre�ssato. Il contributo
di Gini, che ci accingiamo a rievocare, è ascrivibile a quest’ultimo ordine
di studi (detti di statistica descrittiva) nell’intento duplice di predispor-
re strumenti idonei per: l’analisi della monotonia globale della relazione
statistica fra due caratteri ordinati (concordanza o discordanza, nella ter-
minologia di Gini, a seconda che s’indaghi sul crescere o sul decrescere
della relazione); lo studio della discrepanza (connessione, nel linguaggio di
Gini) tra la distribuzione empiricamente accertata della coppia di caratte-
ri e quella che si avrebbe se essi si combinassero fra loro secondo quanto
prescritto dalla condizione d’indipendenza in distribuzione (condizione
d’indipendenza stocastica col linguaggio delle probabilità). A commento
della distinzione proposta, in [15] sostiene:�Se non vi é connessione tra
le modalità di due caratteri, non vi puó essere tra queste né concordanza,
né discordanza; essendovi invece connessione, potrà esservi concordanza
rispetto a tutte le modalità, oppure discordanza rispetto a tutte le moda-
lità...L’esame della concordanza...appare dunque come una ricerca subor-
dinata all’esame della connessione�. Confrontando le analisi che il Gini
fa dei due succitati temi, quella dedicata alla monotonia della relazione
statistica sembra essere la più interessante, e bisognosa di aggiustamenti
che ne rendano più soddisfacenti tutte le conclusioni. Infatti il program-
ma del Gini, chiaro e trasparente nell’indicazione degli obiettivi, richiede
una tipologia di strumenti tecnici e conoscenze i quali, ancorché elemen-
tari per un probabilista o statistico moderno, non potevano essere, un se-
colo fa, in possesso dell’Autore. Della de�nizione di uno di tali strumenti
egli si occupa di�usamente nel primo dei lavori citati all’inizio, a propo-
sito della misura della connessione. Si allude all’indice di dissomiglian-
za che, riscoperto anche fuori dal campo della statistica, e in forme più
generali di quelle indicate dal Gini, è divenuto in anni recenti oggetto di
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indagine approfondita soprattutto da parte di cultori dell’analisi matema-
tica. Di questo parleremo nell’ultimo paragrafo, dopo aver di�usamente
trattato dell’aspetto della monotonia di una relazione statistica e della sua
quanti�cazione. In mezzo, tra questa presentazione introduttiva e l’ini-
zio della descrizione dei lavori centenari da riportare all’attenzione, diamo
alcune notizie sulla vita di Corrado Gini e sulla sua �gura scienti�ca.

2. Nato a Motta di Livenza (Treviso) il 23 maggio 1884, si laurea in
giurisprudenza a Bologna con una tesi dal titolo Il sesso dal punto di vista
statistico, che consegue il premioVittorio Emanuele per le scienze sociali e
politiche (1907) alla stessa Università di Bologna. Notevolmente amplia-
ta, la tesi è pubblicata nel 1908 in un volume di ben cinquecento pagine
recante lo stesso titolo seguito dal sottotitolo, molto appropriato in que-
sto caso: Le leggi della produzione dei sessi. Cfr. [12]. L’approfondimento
del tema conduce il Nostro allo studio della probabilità e, segnatamente,
a ripensarne il valore in relazione alle applicazioni statistiche, pervenendo
ad una concezione radicalmente frequentista alla quale resterà fedele �no
alla �ne. Ne tratta in un certo numero di lavori a stampa e, soprattutto,
nel congresso della Società Filoso�ca Italiana tenutosi a Parmanel 1907, di
fronte ad eminenti esponenti dellamatematica e della �sica, sotto l’autore-
vole presidenza di Federigo Enriques (1871-1946). Come egli stesso ebbe
a ricordare in occasione delle celebrazioni per il suo ottantesimo anniver-
sario (v. [20]), fu proprio l’impressione suscitata durante i lavori di quel
congresso ad appianargli la strada verso una rapida ascesa alla cattedra uni-
versitaria di statistica (Cagliari, 1910). All’atto della nomina, oltre ai lavori
sulla probabilità, può vantare articoli di notevole rilevanza sull’analisi della
variabilità e della concentrazione dei caratteri trasferibili (reddito, ricchez-
za, ad esempio), che, sviluppati negli anni del periodo cagliaritano (1909-
1913), gli daranno duratura fama internazionale. Inoltre, nel 1911 pubbli-
ca un lavoro sul rapporto dei sessi alla nascita [13] nel quale fa uso di una
originale metodologia che oggi si direbbe bayesiana-empirica, partendo,
inmodo pionieristico, da una distribuzione iniziale di tipo beta. Già que-
sta scelta costituisce una notevole innovazione rispetto al punto di vista
tradizionale sul problema delle probabilità inverse. Si trasferisce a Padova
nel 1913, dove intraprende, tra altre cose, gli studi sulle relazioni statistiche
e promuove di un attivo laboratorio di statistica. Nel 1925, all’apice della
carriera accademica e di una prestigiosa notorietà internazionale, si trasfe-
risce a Roma dove, oltre alla cattedra di Politica e Statistica Economica, è
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chiamato dalGoverno a riformare l’intero sistema statistico italiano. L’in-
carico ha per esito la costituzione dell’Istituto Centrale di Statistica, nel
1926, cheGini presiede �no al 1932, insieme ad altre importanti posizioni
inorganismiu�ciali nazionali e internazionali. Aquel tempo, la cosiddet-
ta scuola statistica italiana, conGini ormai identi�cata, incomincia a chiu-
dersi ai nuovi indirizzi che, provenendo dal Regno Unito, in pochi anni
raggiungono posizione predominante in Europa, nella parti più avanzate
dell’impero britannico e, soprattutto, negli Stati Uniti. All’origine della
chiusura italiana si possono vedere motivazioni diverse tra loro. Da una
parte vi è la giusta esigenza di salvaguardare taluni principi di logica stati-
stica dei quali l’indirizzo anglosassone manifestamente non si cura. Dal-
l’altra parte vi è però una questione di visione e competenza matematica,
a sfavore degli statistici italiani, che facilita invece gli angloamericani nel
dare soluzioni ardite e attraenti a problemi di ordine pratico avvertiti, con
modalità nonmolto dissimili, sia da cultori di scienze naturali o sociali, sia
da decisori nei campi dell’economia, della gestione e della tecnologia. Il di-
vario si rende palese alla �ne del secondo conittomondiale e la Facoltà di
Statistica di Roma - presieduta dal Gini �n dalla fondazione (1936), con
breve interruzione per il processo di epurazione a cui è sottoposto - cerca
di farvi fronte con la chiamata di Giuseppe Pompilj (1913-1968) a rico-
prire una cattedra di geometria. Il Pompilj, infatti, pur avendo alle spalle
un’attività di ricerca prevalentemente nel campo della geometria algebri-
ca sotto la guida di Enriques, si è appassionato alla statistica matematica
d’impronta anglosassone grazie a letture spontanee che, da prigioniero di
guerra, ha potuto compiere in un campo britannico dislocato in India.
A Pompilj riesce, nonostante la prematura scomparsa, di dar vita ad un
gruppo di ricerca statistica, opportunamente collegato ad ambienti scien-
ti�ci internazionali, che, fra altre cose, si dedica anche allo sviluppo di an-
tiche idee giniane,ma da un punto di vista e con un linguaggio più aggior-
nati di quanto non siano quelli della scuola statistica italiana tradizionale.
Fra i risultati più signi�cativi si possono citare quelli di Dall’Aglio sugli
estremi di certi momenti de�niti per gli elementi di una classe di Fréchet.
Cfr. [7]. Da parte sua, Gini scrive numerosi saggi e libri anche nel dopo-
guerra, spaziando dalla statistica alla demogra�a, dalla sociologia all’eco-
nomia ed alla politica economica. Si vedano il necrologio [4] e il volume
[3] per una valutazione complessiva della produzione scienti�ca di questa
fase. Per quanto riguarda la statistica, si limita a riproporre con stile e lin-
guaggio immutati, e dunque ormai estranei alle nuove generazioni, alcuni
dei lavori giovanili. Si spegne aRoma, improvvisamente, il 13marzo 1965.
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3. Ritornando ai lavori di statistica, si lascia ancora apprezzare l’origi-
nalità di certi contenuti, che, presentati con linguaggio moderno e stru-
menti matematici adeguati, potrebbero divenire sorgente di ispirazione
per nuove ricerche e, soprattutto, stimolo a rivedere posizioni cristalliz-
zate, da ormai troppo tempo accettate acriticamente. Con questo spi-
rito diamo inizio alla descrizione dei contributi di Gini allo studio della
monotonia di una relazione statistica.

Elemento primo di quasi tutte le considerazioni che verranno svolte
è il concetto di distribuzione (di frequenza, generalmente) su un sottoin-
siemeΩ diR2, inteso come insieme di tutte le coppie ordinate di numeri
reali, munito di una topologia equivalente a quella euclidea. Più propria-
mente, Ω è da pensarsi come boreliano di R2. La suddetta distribuzio-
ne di frequenze, ϕ′ in simboli, è da pensarsi come funzione reale, nume-
rabilmente additiva sulla classe D := {Ω ∩ B : B ∈ B(R2) :=
classe di tutti i boreliani diR2}, e tale che ϕ′(Ω) = 1. Spesso, ϕ′, appo-
sitamente de�nita inmododa speci�care che le coppie (x, y) logicamente
possibili sono tutte e soltanto quelle contenute inΩ, verrà sostituita con
ϕ, de�nita suB(R2) da

ϕ(B) := ϕ′(B ∩ Ω) (B ∈ B(R2)).

Ovviamente, si ha ϕ(Ωc) = 0 dove, per un generico insieme A, con Ac

si denota il complementare, rispetto aR2 nel nostro caso. È noto che una
qualunque ϕ su B(R2) è completamente caratterizzata dalla funzione di
ripartizione (f.r., per brevità), intesa come funzione reale de�nita su R2

da

F (x, y) := ϕ((−∞, x]× (−∞, y]) ((x, y) ∈ R2).

Dalla conoscenza di ϕ [F , rispettivamente] associata ad una data coppia
di caratteri quantitativi si estrae subito quella delle distribuzioni [f.r., ri-
spettivamente]marginali: ϕ1 [F1, rispettivamente] per il primo carattere,
ϕ2 [F2, rispettivamente] per il secondo. Infatti,

B(R) 3 A′ 7→ ϕ1(A
′) = ϕ(A′ × R) ,

R 3 x 7→ F1(x) = lim
y→+∞

F (x, y) ;

B(R) 3 A′′ 7→ ϕ2(A
′′) = ϕ(R× A′′) ,

R 3 y 7→ F2(y) = lim
x→+∞

F (x, y).
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Punto fermodell’impostazione giniana è che l’analisi dellamonotoniadel-
la relazione statistica fra due caratteri vada fatta nell’ambito delle distribu-
zioni bidimensionali con marginali uguali a quelle dei due caratteri pre-
si in considerazione. In altri termini, Gini è consapevole del fatto che la
possibilità di raggiungere il massimo assoluto di concordanza o discor-
danza dipende dalla coppia di marginali assegnate, che potrebbero anche
non consentirlo. Perciò, la valutazione del grado di monotonia proprio
di una speci�ca distribuzione su R2 con marginali assegnate andrà fatta
in termini relativi con riferimento al massimo consentito da quelle mar-
ginali. Posta in questi termini, la questione suggerisce di procedere con
l’ausilio della corrispondente classe di Fréchet, dal ben noto matematico
francese Maurice R. Fréchet (1878-1973) che ne studiò le proprietà più
idonee a risolvere anche i problemi di Gini: cfr. [11]. In realtà, la de�-
nizione di tali classi era già stata data da Wassily Hoe�ding (1914-1991)
in un lavoro risalente al 1940 (cfr. [21]) e prima ancora era stata chiara-
mente considerata in un lavoro poco noto (cfr. [8], Sezione 8) di Bruno
de Finetti (1906-1985). Date le distribuzioni non degeneri ϕ1 e ϕ2, su
R, la classe di Fréchet F(ϕ1, ϕ2) [o anche, F(F1, F2)] da esse generata,
nell’ordine dato, è l’insieme di tutte le distribuzioni su R2 che ammetto-
no ϕ1 come prima marginale e ϕ2 come seconda marginale. Si noti che
F(ϕ1, ϕ2) 6= F(ϕ2, ϕ1) se ϕ1 6= ϕ2. La classe è non vuota, infatti la
distribuzione corrispondente all’indipendenza dei due caratteri (data da
ϕ1⊗ϕ2) banalmente vi appartiene. Ma essa ne contiene altre due partico-
larmente importanti ai nostri �ni, e cioè h e h generate, rispettivamente,
dalle f.r.

H(x, y) := (F1(x) + F2(y)− 1) ∨ 0 e
H(x, y) := F1(x) ∧ F2(y) ((x, y) ∈ R2).

Per incominciare, esse rappresentano gli elementi minimo e massimo di
F(ϕ1, ϕ2), nel senso che, per ogni (x, y) inR2, si ha

H(x, y) ≤ F (x, y) ≤ H(x, y).

Questo fatto si ricollega all’idea di ordinamento (parziale) di concordan-
za (o discordanza) fra due distribuzioni aventi marginali uguali, che Gini
mostra di avere ben chiaro in mente. Si tratta di questo: seϕ(1) eϕ(2) so-
no elementi distinti diF(ϕ1, ϕ2) le cui f.r. F (1) e, rispettivamente, F (2)

soddisfano
F (1)(x, y) ≤ F (2)(x, y)
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per ogni (x, y) di R2, essendo necessariamente diverse per qualche cop-
pia, allora vale anche ϕ(1)((x,+∞) × (y,+∞)) ≤ ϕ(2)((x,+∞) ×
(y,+∞)) per ogni (x, y) in R2, etc.., e ciò indica inequivocabilmente
che ϕ(2) si concentra, più di quanto non faccia ϕ(1), nelle regioni di R2

in cui grandi (piccoli, rispettivamente) valori del primo carattere si as-
sociano a grandi (piccoli, rispettivamente) valori del secondo. In modo
diverso, tale cirostanza si esprime dicendo che ϕ(2) è più concordante di
ϕ(1), o cheϕ(1) è più discordante diϕ(2). Applicato questo ordinamento
aF(ϕ1, ϕ2), si conclude che, rispetto ad esso, h è l’elemento più concor-
dante e h l’elemento più discordante tra tutti gli elementi di F(ϕ1, ϕ2).
Lo studio del supporto (topologico) di questi elementi estremi chiarisce
ulteriormente in che senso essi siano associabili alle relazioni statistiche
monotone più strette compatibili con una data coppia di marginali. Si
ricorda che il supporto topologico di una distribuzione è inteso come in-
sieme (chiuso) di tutti i punti in ogni intorno dei quali essa depone mas-
sa positiva; in simboli, il supporto di µ sarà indicato con S(µ). Ritor-
nando alla generica ϕ in F(ϕ1, ϕ2), ad ogni x e y nel supporto di ϕ1 e,
rispettivamente, di ϕ2 si associano gli insiemi

Lx(ϕ) := insieme delle coppie (x, v) contenute nel supporto di ϕ,

Ly(ϕ) := insieme delle coppie (u, y) appartenenti al supporto di ϕ.
Nel caso degli elementi estremi, Fréchet pone in evidenza le proprietà se-
guenti: Lx(h), Ly(h), Lx(h) e Ly(h) sono limitati; inoltre, se x1, x2

sono nel supporto di ϕ1 e y1, y2 in quello di ϕ2 e soddisfano le disugua-
glianze x1 < x2, y1 < y2, si ha

(1) supLx1(h) ≤ inf Lx2(h)
supLy1(h) ≤ inf Ly2(h)

e

(2) supLx2(h) ≤ inf Lx1(h)
supLy2(h) ≤ inf Ly1(h).

Di conseguenza, i supporti di h e di h si possono inscrivere in due curve
l’una non decrescente e l’altra non crescente, generalmente non ricondu-
cibili a gra�ci di funzioni in senso proprio. Chiariamo. Se ϕ1 e ϕ2 sono
uguali, la dipendenza funzionale nei casi estremi si presenta, come pure
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quando F1 e F2 hanno supporto convesso e sono ivi continue, ma, fuori
da queste situazioni, anche gli estremi della classe di Fréchet potrebbe-
ro associare ad una determinazione del primo carattere più determina-
zioni del secondo, etc., dando luogo ad un oggetto che Fréchet propo-
ne di chiamare funzione statisticamente monotona (f.s.m., per brevità),
non decrescente nel caso di h e non crescente in quello di h. Sempre
Fréchet ne suggerisce immagini geometriche la cui scelta, in larga par-
te convenzionale, non ha comunque ripercussioni sulla parte sostanziale
dei ragionamenti. Ricorrendo alla rappresentazione cartesiana, si pon-
gono in ascissa le determinazioni contenute nel supporto del primo ca-
rattere e in ordinata quelle del secondo. La rappresentazione geometrica
del supporto di ciascuna delle distribuzioni estreme non presenta proble-
mi in corrispondenza alle coppie (x, y) in cui x e y sono punti interni
del supporto di ϕ1 e, rispettivamente, del supporto di ϕ2. Altrimen-
ti, esisteranno almeno due punti, in almeno uno dei suddetti supporti,
che risultano essere estremi di un intervallo aperto privo di punti dello
stesso supporto. Per �ssare le idee, veri�chino questa circostanza i punti
x1 e x2 con x1 < x2 contenuti nel supporto di ϕ1. Allora, a proposi-
to della rappresentazione del supporto di h si congiungono con un seg-
mento rettilineo (non decrescente, per le (1)) i punti (x1, supLx1(h)) e
(x2, inf Lx1(h)). Inoltre, in corrispondenza ad ogni x nel supporto di
ϕ1, tale che inf Lx(h) < supLx(h), si congiungono con un segmento
rettilineo verticale gli estremi (x, inf Lx(h)) e (x, supLx(h)). Si ottie-
ne cosı̀ un insieme “continuo” di punti disposti in modo da far pensa-
re ad una curva non decrescente Γ (cfr. Figura 1) da interpretarsi come
diagramma della f.s.m. non decrescente corrispondente al massimo della
classe di FréchetF(ϕ1, ϕ2)

1 .
Tenendo conto delle (2), in modo analogo si può costruire la curva

Γ (cfr. Figura 2) della f.s.m. non crescente associata all’elemento minimo
h della stessa classe.

Le curve Γ e Γ contengono i supporti di h e, rispettivamente, h, in
modo che la scelta di tali costruzioni, fra tante altre possibili, non inuisca
sulle conclusioni di eventuali ragionamenti che dipendessero dai supporti
e�ettivi.

1Come spiegato di�usamnete nel Capitolo 2 di [30], si tratta del gra�co del
sub-di�erenziale di una funzione convessa
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x x1 x2

Figura 1− La curva Γ. In ascissa si legga il supporto di ϕ1, in ordinata quello di ϕ2.
Diagrammadella f.s.m. associata adh, in cui (x1, x2)non contiene punti del supporto
di ϕ1.

x′
1 x′

2 x′
3 x′

4

Figura 2− La curva Γ. In ascissa si legga il supporto di ϕ1, in ordinata quello di ϕ2.
Diagramma della f.s.m. associata ad h, in cui (x′

1, x
′
2) e (x′

3, x
′
4) non contengono

punti del supporto di ϕ1.

4. Si hanno ora gli elementi per de�nire un indice sommario, idoneo
a segnalare se un generico elemento ϕ di F(ϕ1, ϕ2) sia vicino ad h [h,
rispettivamente] e, di conseguenza, i due caratteri aventi ϕ per distribu-
zione si possano pensare legati statisticamente in senso monotono non
decrescente [non crescente, rispettivamente]. Il problema si riduce in par-
te a come valutare questa vicinanza. L’idea che proporremo per risolverlo
è della stessa natura di quella originaria di Gini, ma se ne distacca sotto
il pro�lo della realizzazione tecnica. Noi, infatti, ci baseremo esclusiva-
mente sulle proprietà della classe di Fréchet, evitando di introdurre, ad
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esempio, il concetto di contrario di un carattere, che non sembra idoneo
alla scopo fuori dai casi in cui la f.s.m. è (almeno approssimativamente)
lineare. Partiamo dunque dalla valutazione dell’allontanamento di ϕ da
h. Lo “scarto” di un punto P ≡ (x, y) appartenente a S(ϕ1) × S(ϕ2)
da h si può ragionevolmente apprezzare considerando

σg(P,Γ) := inf{g(d(P,Q)) : Q ∈ Ly(Γ)}
+ inf{g(d(P,Q)) : Q ∈ Lx(Γ)}

dove: g è una funzione de�nita suR, ivi continua, non decrescente e con-
vessa tale che g(x) = 0 per x ≤ 0 e g(x) > 0 per x > 0; d denota
la distanza euclidea su R2. La ragione per cui σg è de�nita come som-
ma di due diversi tipi di “scarto” risiede nell’opportunità di tener conto
complessivamente degli scarti (generalmente diversi) connessi a ciascuna
delle due interpretazioni causali che si potrebbero dare di una relazione
statistica. Per quanto concerne la scelta di g, si può dire che essa andreb-
be fatta in relazione alle conseguenze (quando si sappiano valutare) dello
scarto “puro” corrispondente all’identità g(x) = x per x > 0. Ad esem-
pio, nella teoria della correlazione è frequente l’uso di g(x) = x2 per
x > 0. Tuttavia, una misura utile della discrepanza di g da h dovrà tene-
re conto, inmaniera riassuntiva, di tutti gli scarti σg(P,Γ) al variare diP ,
e del fatto che il punto P è distribuito secondo ϕ. Quindi, un indicatore
conveniente della proprietà considerata è dato da

(3) cg(ϕ) :=

∫

S(ϕ)

σg(P,Γ)ϕ(dP ) (ϕ ∈ F(ϕ1, ϕ2)).

L’integrale è ben de�nito, grazie alle precisate proprietà di g e alla de�ni-
zione di σg, ma potrebbe essere in�nito. È fondamentale, poi, osservare
che P 7→ σg(P,Γ) è continua e quasi monotona sull’internoD dell’in-
volucro convesso di S(ϕ1) × S(ϕ2), nel senso che se (xi, yi) ∈ D per
i = 1, 2 con x1 < x2 e y1 < y2, allora

σg((x2, y2),Γ)− σg((x2, y1),Γ)

−σg((x1, y2),Γ) + σg((x1, y1),Γ) ≥ 0.

Cfr. [5].
Perciò, grazie al Teorema 1 in [2], si può enunciare la
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Proposition 1. Se, oltre alle condizioni già specificate per g, vale che
cg(h) è finita, allora per ogni coppia di elementiϕ(1) eϕ(2) diF(ϕ1, ϕ2)
tali che ϕ(2) sia più concordante di ϕ(1), si ha cg(ϕ

(1)) ≤ cg(ϕ
(2)) ≤

cg(h), e il massimo cg(h) è raggiunto solo in presenza di h.

La proposizione a�erma che c(·) è monotona non decrescente ri-
spetto all’ordinamento della concordanza in una assegnata classe di Fré-
chet. La proprietà è fondamentale ai �ni della costruzione di un indica-
tore sommario della monotonia della relazione statistica prodotta da un
elemento qualunque di detta classe. La costruzione, per essere comple-
tata, richiede che si guardi anche all’allontanamento da Γ. A questo pro-
posito, se si de�nisce σg(P,Γ) allo stesso modo di σg(P,Γ), prendendo
come riferimento la f.s.m. non decrescente al posto della non crescente,
si perviene alla media

(4) dg(ϕ) :=

∫

S(ϕ)

σg(P,Γ)ϕ(dP ) (ϕ ∈ F(ϕ1, ϕ2))

per la quale vale la

Proposition 2. Se, oltre alle condizioni per g, vale che dg(h) < +∞,
allora per la stessa coppia ϕ(1) e ϕ(2) della Proposizione 1 si ha dg(h) ≥
dg(ϕ

(1)) ≥ dg(ϕ
(2)), e il massimo dg(h) è raggiunto solo in presenza di

h.

Si direbbe quindi che dg è utile alla costruzione sopra accennata
quando si guarda all’allontanamento dalla relazione di massima concor-
danza compatibile con la coppia di marginali assegnate. Acquista un sen-
so ben preciso anche la di�erenza

∆g(ϕ) := cg(ϕ)− dg(ϕ)

per ogni ϕ ∈ F(ϕ1, ϕ2) se sono �nite cg(h) e dg(h). Infatti, alla luce
delle precedenti proposizioni, si può dire che se∆g(ϕ) ha valore non lon-
tanoda cg(h) [−dg(h), rispettivamente],ϕ giusti�ca l’esistenza di una re-
lazione statistica crescente [decrescente, rispettivamente] fra due caratteri
distribuiti secondoϕ. Se∆g(ϕ) assume il valore zero si dice che i due ca-
ratteri sono vicendevolmente indi�erenti, occupando la loro distribuzio-
ne una posizione intermedia fra le estreme rispetto al problema della mo-
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notonia delle relazioni statistiche2. Conclusioni analoghe sarebbe lecito
trarre nel caso in cui |∆g(ϕ)| fosse piccolo, ma rimarrebbero comunque
due zone di valori facilmente individuabili in cui la sola indicazione forni-
ta da∆ non è su�ciente. In questi ultimi casi, essa andrebbe integrata in
un acconcio ragionamento di statistica inferenziale, il cui completamen-
to esula però dagli scopi di questa relazione. Ci limitiamo ad osservare
che un’indagine approfondita sulla questione sarebbe nuova. Si osserva
in�ne che il criterio basato su∆g(·) sopra descritto ha notevoli punti di
contatto coi criteri α, β e γ del Gini, ove l’intervento del concetto di ca-
rattere contrario venga evitato col ricorso all’elementominimodella classe
di Fréchet, e al posto di ragionare in termini d’indipendenza in distribu-
zione si ragioni in termini di indi�erenza, concetti più idonei rispetto agli
obiettivi della ricerca sulla monotonia.

5. L’indicazione fornita da un indice generalmente migliora in espres-
sività quando è possibile normalizzarlo col valore massimo che esso rag-
giunge in corrispondenza all’estremo della proprietà per la cui “misura”
viene proposto. La realizzazione di questo punto, ben presente nel pro-
gramma originario del Gini, era all’epoca causa di di�coltà di calcolo e di
concetto. Le seconde si possono dire ben superate grazie alla conoscenza
delle classi di Fréchet e relative proprietà. In un tentativo di sempli�ca-
zione dei calcoli richiesti per la determinazione dei massimi, Tommaso
Salvemini (1906-1994) propose nel 1939 un metodo basato su certe ta-
belle, che egli stesso ideò e chiamò di cograduazione e contrograduazione.
Cfr. [26]. Altro non sono che una rappresentazione delle distribuzioni h
e, rispettivamente, h nel caso in cuiΩ è �nito. Anche lo studio già citato
di Dall’Aglio, ben più generale del precedente, va visto come un passo de-
cisivo verso la risoluzione dello stesso problema. Il quale si può ritenere
ora risolto in base alle Proposizioni 1 e 2, che, a loro volta, sono corol-
lari di risultati del citato articolo [2] di Stamatis Cambanis (1943-1995),
Gordon Simons e William Stout. Seguendo la terminologia di Gini, si
dice di omofilia ogni indice ottenuto dalla normalizzazione di∆(·). Più
precisamente:

2La questione della caratterizzazione della situazione d’indi�erenza meriterebbe di es-
sere approfondita. Ad esempio, andrebbe considerata, in alternativa, anche la de�nizione:
una distribuzione ϕ in Γ(ϕ1, ϕ2) realizza l’indi�erenza reciproca dei due caratteriX e
Y se σg(P,Γ) e σg(P,Γ) hanno la stessa distribuzione quando (X,Y ) si distribuisce
secondo ϕ̄. Ovviamente, questa de�nizione è più restrittiva di quella data nel testo.
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Siano ϕ1, ϕ2 distribuzioni su R e sia g : R+ → R una funzione
continua, strettamente crescente, convessa e nulla nell’origine, tali che cg(h)
e dg(h) risultino finiti; allora, si dice indice di omo�lia il funzionale

(5)
F(ϕ1, ϕ2) 3 ϕ 7→ Og(ϕ) =

∆g(ϕ)

cg(h)
11(∆g(ϕ)>0) +

∆g(ϕ)

dg(h)
11(∆g(ϕ)<0) .

Esso è sempre diverso da zero a meno che ϕ costituisca un caso d’indif-
ferenza fra i due caratteri; il suo valore assoluto non supera 1; vale 1 solo
se ϕ = h e, quindi, i due caratteri sono “legati” da una f.s.m. non decre-
scente; vale −1 solo se ϕ = h e, quindi, i due caratteri sono “legati” da
una f.s.m. non crescente.

Gini propone poi di riservare il termine di indici di correlazione a
quegli indici ottenuti normalizzando∆(·) colmassimo raggiungibile sul-
l’intera classe delle distribuzioni su R2. Sarebbe dunque sbagliato usare
indici simili per valutare l’esistenza di una relazione monotona qualun-
que fra i caratteri. Potrebbe infatti accadere che, pur esistendo, non possa
esser segnalata da un indice che raggiunge il valore estremo solo in cor-
rispondenza ad uno speci�co tipo di relazione statistica non realizzabile
dalle distribuzioni e�ettive dei due caratteri. Questa considerazione pre-
lude ad una doverosa discussione sul valore del celebre coefficiente di cor-
relazione lineare (Bravais, Pearson) in rapporto al corrispondente indice
di omo�lia.

6. È ben noto che il coe�ciente di correlazione lineare per due carat-
teri distribuiti secondo ϕ con marginali non degeneri ϕ1 e ϕ2 è de�nito,
quando la varianza di ciascuno di essi è �nita, dalla formula

ρ(ϕ) =
Cov(ϕ)

σ1 · σ2

doveCov(·) denota la covarianza e σi la radice aritmetica della varianza
determinata da ϕi (i = 1, 2). Il suo valore assoluto non supera 1, e vale
1 solo se ciascun carattere è trasformazione a�ne dell’altro. Ovviamente,
non è detto che le marginaliϕ1,ϕ2 consentano a |Cov(ϕ)|, neppure nei
casi estremi, di raggiungere σ1 · σ2 al variare di ϕ in F(ϕ1, ϕ2) e, quin-
di, ρ(·) non può in generale essere interpretato come indice di omo�lia.
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Sarebbe quindi interessante trovare condizioni in presenza delle quali ρ
possa assolvere al compito di indice di omo�lia su F(ϕ1, ϕ2). La prima
è che Γ e Γ siano rette inclinate, circostanza necessaria e su�ciente af-
�nché le situazioni estreme della correlazione lineare siano raggiungibili
su F(ϕ1, ϕ2). Come mostrato in [5], ciò si può presentare se e solo se
esistono parametri a > 0, α = −a, b e β inR tali che

(6) F2(x) = F1

(x− b

a

)
= 1− F1

(x− β

α
− 0

)

eF1 hamomento secondo �nito. La speci�cità delle condizioni (6) è suf-
�ciente a mettere in giusta luce la di�erenza fra analisi della correlazio-
ne lineare e analisi della concordanza/discordanza secondo Gini. Con-
viene comunque completare il ragionamento dimostrando che l’ugua-
glianza ρ(F ) = Og(ϕ) con g(x) = x2, x > 0, vale per ogni ϕ ∈
F(ϕ1, ϕ2) seF1 eF2 soddisfano (6). Dapprima, si osserva che la seconda
di (6) implica a

∫
R xdF1(x) + b = α

∫
R xdF1(x) + β, la quale, insie-

me alla prima porge
∫
R xdF2(x) = a

∫
R xdF1(x) + b e, per k = 1, 2,∫

R(ax+b)kdF1(x) =
∫
R(αx+β)kdF1(x) eσ2

2 = a2σ2
1 . Inoltre, i pun-

ti (x, y) di Γ [Γ, rispettivamente] soddisfano y = ax+ b [y = αx+ β,
rispettivamente] e, quindi,

σg(P,Γ) =
∣∣∣y − αx− β

∣∣∣
2

+
∣∣∣x− y − β

α

∣∣∣
2

σg(P,Γ) =
∣∣∣y − ax− b

∣∣∣
2

+
∣∣∣x− y − b

a

∣∣∣
2

.

Da quanto precede segue

∆g(ϕ) = 4a
(
1 +

1

a2

)
Cov(ϕ)

e
cg(h) = 4a2

(
1 +

1

a2

)
σ2
1 = dg(h)

sicché
Og(ϕ) =

4aCov(ϕ)

4aσ1aσ1

=
Cov(ϕ)

σ1 · σ2

.

In conclusione; Se g(x) = x2 perx ≥ 0 e seF1 hamomento secondo
finito, alloraOg(ϕ) = ρ(ϕ) vale per ogni ϕ inF(ϕ1, ϕ2) se e solo se F1 e
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F2 soddisfano (6).
Un caso notevole in cui tutte queste condizioni sono soddisfatte si ha se
ϕ1 e ϕ2 sono gaussiane.

7. Le stesse condizioni sono veri�cate in almeno altre due situazioni
rilevanti. La prima si ha quando delle n unità di una popolazione stati-
stica o di un campione vengono considerati due caratteri (eventualmente
qualitativi) ordinati, le cui modalità vengono sostituite− in accordo al-
l’ordine prestabilito− con gradi (o ranghi) da 1 a n. Il caso più semplice
da descrivere è quello in cui la stessa modalità si presenta in corrispon-
denza ad una sola unità (assenza di ripetizioni). Ne discende che l’i-esima
unità si presenta− con frequenza= 1/n− come caratterizzata dalla cop-
pia (Ri, Si) essendo Ri [Si, rispettivamente] il grado della modalità del
primo [secondo, rispettivamente] carattere. È facile vedere che in questa
situazione l’indice di omo�lia (5) si riduce al generico indice di cogradua-
zione Gg [terminologia proposta estendendo quella adottata da Gini in
[14] nello studio del caso particolare in cui g(x) = x per x ≥ 0]:

(7)

Gg(F ) = Og(F )

=

∑n
i=1

{
g
(∣∣∣n+ 1−Ri − Si

n

∣∣∣
)
− g

(∣∣∣Ri − Si

n

∣∣∣
)}

∑n
i=1

{
g
(∣∣∣n+ 1−Ri − Si

n

∣∣∣
)}

dove F ∈ F(ϕ1, ϕ2) con F1 = F2 = k/n sull’intervallo [k, k + 1)
per k = 1, . . . , n − 1. Come caso particolare rilevante della (7), ol-
tre al già citato indice di Gini, va segnalato il coefficiente di correlazione
per ranghi dovuto a Charles Spearmann (1863-1945) corrispondente alla
speci�cazione g(x) = x2 per x ≥ 0. Cfr. [28]. La (5) può essere anche
usata− senza alcun accorgimento particolare− nel caso di marginali Fi

(i = 1, 2) con supporto contenuto in {1, . . . , n} e codominio incluso
in {0, 1/n, . . . , 1}.

La seconda delle due situazioni nominate all’inizio del paragrafo si
ricollega ad una idealizzazione che consente di estendere la nozione di gra-
do alle modalità di un carattere reale retto da una generica funzione di
frequenza cumulata, diciamoG. In accordo alle de�nizioni accolte nella
primaparte, sen continua ad indicare il numerodelle unità esaminate, per
grado corrispondente ad x si intenderà il numero (non necessariamente
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intero) n · G(x). QuandoG è f.r. continua su R e ξ è un numero alea-
torio con f.r. G, è ben noto che il grado n · G(x) ha distribuzione (con-
tinua) uniforme su [0, n]. Quindi, al posto della F(F1, F2), nell’ipotesi
cheF1 eF2 siano continue, si va a considerare la classeCF(F1, F2)di tut-
te le f.r. di (F1(ξ1), F2(ξ2)) al variare della legge di (ξ1, ξ2) inF(F1, F2).
Ciascun elemento (inteso come f.r.) di CF(F1, F2) è, in accordo ad un
linguaggio ormai consolidato, una copula: quella ottenuta dalla f.r. F
verrà indicata con C = CF . Per le cose già dette, le marginali di CF

sono uniformi su [0, 1], sicché riescono soddisfatte le condizioni di cui
si parla all’inizio del paragrafo. Va anche detto che ogni indice di omo�-
lia de�nito su CF(F1, F2) è coerente con l’ordinamento di concordan-
za/discordanza introdotto nel terzo paragrafo. Cfr. [5], a giusti�cazione
di ciò che molti Autori hanno fatto �nora de�nendo, come indici di con-
cordanza/discordanza tra due caratteri distribuiti rispettivamente secon-
doF1 eF2, opportuni funzionali su CF(F1, F2). In genere, in tal modo
si ottengono espressioni più semplici. Ad esempio, l’indice di omo�lia (5)
su CF(F1, F2) ha la forma

Og(C) =

∫
(0,1)2

{g(|y + x− 1|)− g(|y − x|)}dC(x, y)
∫ 1

0
g(x)dx

per ogni C ∈ CF(F1, F2). L’impostazione consistente nel de�nire in-
dici di concordanza per elementi di F(F1, F2) tramite funzionali su
CF(F1, F2) è stata seguita, ad es., in [27], [6], [22] e in [25] contenen-
te una trattazione sistematica delle copule e, quindi, indicazioni tecniche
per estendere il suddetto espediente anche a situazioni diverse da quelle
particolari accennate in questo paragrafo. Con tale impostazione, la cui
manifestazione più elementare è costituita dalla sostituzione delle moda-
lità e�ettive con gradi, fa comunqueperdere qualcosa rispetto a quella che
opera direttamente suF(F1, F2) con indici di omo�lia. In particolare, se
i caratteri hanno modalità reali il passaggio a ranghi o, più in generale, a
copule, non tiene conto della forma e�ettiva delle situazioni estreme. Co-
munque si vogliano considerare queste osservazioni a favore del punto di
vista completo del Gini, a conclusione della trattazione si può dire asse-
verato il fatto che tale punto di vista consente di abbracciare in maniera
unitaria l’aspetto della monotonia di una relazione statistica e le proposte
di indici atti a quanti�carlo.

8. Come detto nel primo paragrafo, la de�nizione dell’indice di disso-
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miglianza è strettamente legata allo studio della connessione di due ca-
ratteri, che Gini intendeva sviluppare attraverso qualchemisura della “di-
screpanza” fra la distribuzione di uno dei due caratteri e la distribuzio-
ne condizionata dello stesso data una generica determinazione dell’altro
[distribuzione parziale, nel suo linguaggio]. Quindi, l’indice di dissomi-
glianza viene proposto allo scopo di dare un senso preciso alla desidera-
ta misura della discrepanza fra le suddette distribuzioni. Tale indice, ri-
trovato successivamente e indipendentemente da altri Autori al di fuori
del campo strettamente statistico, si può considerare contributo duratu-
ro, ancorché fortuito, del Gini ad un campo inconsueto per uno statistico
d’inizioNovecento: il capitolo della (moderna) teoria delle probabilità ri-
guardante l’analisi degli spazi di misure di probabilità e della convergenza
di successioni da essi estratte. La de�nizione segue un’idea guida ben pre-
cisa che, col linguaggio più consono delle probabilità, si potrebbe descri-
vere con le parole della breveNote B di Paul Lévy (1886-1971) contenuta
in [10]. Il linguaggio delle probabilità consente anche unpiù facile raccor-
do con gli impieghi più recenti del concetto di dissomiglianza. Dati due
elementi aleatoriX e Y distribuiti, rispettivamente, secondo ν1 e ν2 nel-
lo stesso spazio metrico S con distanza dS , la “diversità” degli stessi non
è generalmente apprezzabile sulla base della conoscenza delle sole margi-
nali ν1 e ν2. Ogni misura accettabile della diversità richiede la conoscen-
za della distribuzione del numero aleatorio dS(X, Y ) o, perlomeno, di
una sua media ottenuta attraverso la legge congiunta del vettore aleatorio
(X, Y ). L’altro aspetto caratterizzante la de�nizione giniana è la consi-
derazione che, per estrarre da una misura della diversità di due elementi
aleatori quanto sia dovuto soltanto alla dissomiglianza delle leggi margi-
nali ν1 e ν2, si debba ricorrere all’estremo inferiore della suddetta media al
variare della legge di (X, Y ) nella classe di tutti gli accoppiamenti possi-
bili di tali marginali [idea di classe di Fréchet in nuce]. Vi si scorge lo stes-
so programma scienti�co che culminerà, verso la �ne degli anni sessanta
in un celebre teorema di Volker Strassen [29]. Nonostante la ristrettezza
degli strumenti matematici a sua disposizione, Gini de�nisce l’indice di
dissomiglianza con su�ciente precisione in base alla suddetta proprietà
estremante e ricerca il minimo in casi molto particolari di distribuzioni
con supporto �nito sull’asse reale [dS(X, Y ) = |X − Y |]. Ritornando
all’ambito più generale, in cui si richiede soltanto cheS sia spaziometrico
separabile, dato p ≥ 1, l’indice di dissomiglianzaGp(ν1, ν2) di ordine p
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tra ν1 e ν2 è quindi de�nito da
(8)

Gp(ν1, ν2) =
(
inf

{∫

S2

d(x, y)pν(dxdy) : ν ∈ F(ν1, ν2)
})1/p

purché siano �niti gli integrali
∫
S
d(x, y0)

pν1(dx) e
∫
S
d(x0, y)

pν2(dy)
per qualche scelta di x0 e y0 in S. Si può dimostrare che Gp è una di-
stanza sullo spazio [S]p delle misure di probabilità, sui boreliani diS, che
soddisfano la suddetta condizione di �nitezza per i momenti marginali di
d. Oggidı̀, (8) con p = 1 è quasi universalmente nota come distanza di
Wasserstein, con riferimento a [32]. La natura di distanza per l’indice di
dissomiglianza tra distribuzioni sull’asse reale era però già stata messa in
evidenza, ad es., da Giampiero Landenna nel 1956. Cfr. [23].

Un’importante generalizzazione dell’indice di dissomiglianza, mo-
tivato da questioni di ottimizzazione di speci�ci processi economici, è do-
vuta almatematico sovieticoLeonidV.Kantorovič (1912-1986). L’attività
di questo vigoroso e originale studioso, rimasta per molto tempo scono-
sciuta, anche per ragioni di segretezza militare, alla comunità scienti�ca,
riguardò per una parte signi�cativa la ripartizione ottimale di risorse e nel
1975 gli valse il premio Nobel per l’economia [condiviso con Tjalling C.
Koopmaus (1910-1985)]. A lui si deve l’invenzione della programmazione
lineare, verso la �ne degli anni ’30 del secolo scorso e, per quanto riguar-
da la presente relazione, lo studio, a partire dall’inizio degli anni ’40, di
problemi come il seguente, che riducono indirettamente la distanza fra
duemisure di probabilità al costo ottimale di trasporto dell’una sull’altra:
�Data una funzione di danno (costo) c : S2 → [0,+∞) e due qua-
lunque misure di probabilità ν1 e ν2, ci si pre�gge di appurare l’esistenza
e, in caso a�ermativo, di determinare le distribuzioni in F(ν1, ν2) per
cui risulta minimo il costo medio

∫
S2 c(x, y)ν(dxdy) al variare di ν in

F(ν1, ν2)�. Se si prende c = dpS , il problema si riduce a quello formula-
to da Gini. Fra i contributi più rilevanti di Kantorovič alla materia si deve
ricordare un teorema di dualità risalente al 1958, che ha giocato un ruolo
molto importante in applicazioni all’analisi matematica delle distanze di
cui stiamo parlando. Per questi si vedano [9] e i più recenti trattati [1] e
[31]. A Kantorovič va riconosciuto anche il merito di aver messo in luce
la connessione del suo problema col più classico problema del trasporto
ottimo di GaspardMonge (1746-1818). Si veda [24], doveMonge pone e
studia la questione del cammino ottimale, rispetto al costo di trasporto,
che le particelle di un materiale da costruzione dovrebbero compiere da
un luogo determinato di estrazione verso una parte determinata di una
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costruzione. Nell’arco temporale, che dalla �ne del ’700 arriva ai giorni
nostri, si colloca, a buon diritto, anche la proposta fatta un secolo fa dal
Gini. Come risultato degli avanzamenti e dei ritorni che si sono avvicen-
dati lungo quell’arco, la distanza determinata dall’indice di dissomiglianza
è spesso richiamata, oltre che col nome di Wasserstein, anche con quelli
di Monge e Kantorovič.

9. Alla �ne di questa relazione viene spontaneo esprimere ammirazio-
ne per il lavoro di Gini sulla teoria delle relazioni statistiche, soprattut-
to per originalità e profondità di ragionamento e per la notevole abilità
di arrivare a conclusioni signi�cative, pur nella sostanziale mancanza di
mezzi tecnici adeguati. In particolare, colpisce positivamente la chiarezza
con cui in tale lavoro vengono comunque precisate le idee di fondo sot-
tostanti le de�nizioni dei concetti principali come, ad esempio, quello di
ordinamento di concordanza/discordanza e di indice di dissomiglianza.
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